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Resume - Nous presentons une demonstration tres courte du fait que la rationalite des 
surfaces complexes est une propriete ne dependant que de la structure differentielle. La 
preuve utilise les nouveaux invariants introduits par Seiberg-Witten. 

Seiberg-Witten Invariants and the Van De Ven Conjecture 

Abstract - We give a short proof for the fact that rationality of complex surfaces is a 
property depending only on the differential structure. Our proof uses the new Seiberg- 
Witten invariants. 

Abridged English Version - We prove the following theorem [8] 

Theorem 1 A complex surface which is diffeomeorphic to a rational surface 
is rational. 

This result has been announced by R. Friedman and Z. Qin [4]. Whereas 
their proof uses Donaldson theory and vector bundles techniques, our proof 
uses the new Seiberg-Witten invariants [9], and the interpretation of these 
invariants in terms of stable pairs [7] . 

Combining the theorem above with the results of [3] , one obtains a proof 
of the Van de Ven conjecture [8], [10]: 

Corollary 2 The Kodaira dimension of a complex surface is a differential 
invariant. 

Proof: (of the Theorem) It suffices to prove the theorem for algebraic 
surfaces [1]. Let X be an algebraic surface of non-negative Kodaira dimen- 
sion, with TTi(X) = {1} and p g (X) = 0. We may suppose that X is the blow 
up in k distinct points of its minimal model X m { n . Denote the contraction 

to the minimal model by a : X — ► X m [ n , and the exceptional divisor by 

fc 
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Fix an ample divisor H m i n on X m [ n , a sufficiently large integer n, and let 
H n := a*(nH m - m ) — E be the associated polarization of X. 

For every subset I C {1, . . . , k} we put £7 := Ei, and c/ := 2[Ej] — 

iei 

[Kx], where Kx is a canonical divisor. Clearly cj = [Ej] — [Ej\ — a* ( [i^ m in] ) , 
where / denotes the complement of I in {1, . . . , k}. The cohomology classes 
c/ are almost canonical classes in the sense of [7]. Now choose a Kahler 
metric g n on X with Kahler class [to gn ] = ci(Ox(H n )). Since [co g „] • cj < 
for sufficiently large n, the main result of [7] identifies the Seiberg-Witten 
moduli space Wj^(cf) with the union of all complete linear systems \D\ 
corresponding to effective divisors D on X with c\{Ox{2D — Kx)) = cj. 

Since H 2 (X, Z) has no 2-torsion, and q(X) = 0, there is only one such di- 
visor, D = Ej. Furthermore, from = 0, and the smoothness 
criterion in [7], we obtain: 

W 9 x n (ci) = {£/}, 

i.e. W'xici) consists of a single smooth point. The corresponding Seiberg- 
Witten invariants are therefore odd: n^™ = ±1. 

Consider now the positive cone K := {u € H^ R (X)\ u 2 > 0}; using 
the Hodge index theorem, the fact that -ftT m i n is cohomologically nontrivial, 
and -ftTmin > 0, we see that /C splits as a disjoint union of two components 
K,± := {u G ZC| ± u ■ a*{K m \ n ) > 0}. Clearly [oj gn \ belongs to K, + . 

Let g be an arbitrary Riemannian metric on X, and let tu g be a (7-selfdual 
closed 2- form on X such that [u> g ] € /C+. 

For a fixed / C {1, . . . , k}, we denote by cj- C /C + the wall associated 
with cj, i.e. the subset of classes u with u ■ cj = 0. 

Claim: The rays M>o[w 9 ], M>o[w 9 J belong either to the same component 
of JC+ \ cj- or to the same component of K, + \ cj-. 

Indeed, since [cj s J • c/ < and [co gn ] ■ cj < 0, we just have to exclude 
that 

[u) g ] ■ ci > and [u> g ] • cj > 0. (*) 

A; 

Write [u g ] = J2 + <t*[w], for some class [lo] G H^^Xjn^); then 

k 

M 2 > S an( i [ w ] ' ^min > 0, since w 9 was chosen such that its cohomol- 
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ogy class belongs to /C+. The inequalities (*) can now be written as 
" X Xi + X A i ~ M • ^ and " X A i + X A * ~ M • K ^ ^ °' 

and we obtain the contradiction • -fT m i n < 0. This proves the claim. 

We know already that the mod 2 Seiberg-Witten invariants n 9 c ™ (mod 2) 
and n£p(mod 2) are nontrivial for the special metric g n . Since the invariants 
n^(mod 2) and ng_(mod 2) depend only on the chamber of the ray M>o[w 9 ] 
with respect to the wall cj~, respectively Cj (see [9], [6]), at least one of the 
invariants associated with the metric g must be non-zero, too. 

But any rational surface admits a Hodge metric with positive total scalar 
curvature [5], and with respect to such a metric all Seiberg-Witten invariants 
are trivial [7]. 

Soit (X, g) une variete riemannienne simplement connexe, compacte et orien- 
tee, c € H 2 (X,7j) un element caracteristique, et L c le 5 1 -fibre associe. Nous 
desig nons par S c — Yj c le fibre vectoriel de spineurs defini par la Spin c - 
structure associee a c. Si a G A(L C ) est une S^-connexion sur L c , on designe 
par p a l'operateur de Dirac correspondant. 

Les equations de Seiberg-Witten perturbees (SW^) pour une paire (a, <G 
A(L C ) x A°(S+) s'ecrivent [9]: 

Pa* =0 

T{F+ + ia) = 2(*®*) , [ * Wfl) 

ou r : A+£g>C — ► Endo(S^) est l'isomorphisme defini par la Spin c -structure 
associee a c, et \i G A 2 + un parametre qui doit etre interprets comme une per- 
turbation des equations (SWq). Le terme (\l/(8>^)o dans la seconde equation 
designe la composante a trace nulle de l'endomorphisme hermitien ( , 3> £*D 1 I>). 
Le groupe de jauge C°°(X, S 1 ) est abelien, et opere sur l'ensemble des solu- 
tions de (SW^). Soit Wj^c) l'espace des modules des solutions, muni de 
la structure d'espace analytique reel naturelle. La dimension presumee de 
cet espace est w c := \{c 2 — 2e(X) — 3a(X)). 

Supposons que le representant g-harmonique de c ne soit pas anti-auto- 
dual. On dit alors que g est c-bonne. Alors, pour toute petite perturba- 
tion /j, suffisamment generale, Wj^(c) est lisse, compact et a la dimension 
presumee. La classe de cobordisme d'un tel espace de modules ne depend 
pas de la perturbation fi [6]. Pour une classe c telle que w c = 0, soit n 9 c 
(mod 2) le nombre de points mod 2 d'un espace de modules W^(c) qui a 
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les proprietes mentionees. Ce nombre est aussi independant de la metrique 
g si on suppose que b + > 2 ou que c 2 > et c / 0, done il definit dans ces cas 
un invariant differ entiel de la variete. 

Dans le cas 6+ = 1, 62 > 1 ; n c depend de g de la faQon suivante: 
Soit JC+ l'une des deux composantes connexes du cone 
K, := {u G Hy) R (X) I u 2 > 0}. Pour chaque metrique riemannienne g 
on choisit une forme (7-harmonique auto-duale u> g telle que [u g ] G JC + . 
Pour deux metriques go, g\ on a alors = nf 1 si et seulement si les 
demi-droites M>o[a; so ], M>o[w 9l ] se trouvent du meme cote de Phyperplan 
c- 1 := {u G H^ R I c • u = 0}. 



Soit maintenant (X,J,g) une surface complexe dotee d'une metrique 
kahlerienne. Les fibres de spineurs de la structure spinorielle canonique sont 
S + = A 00 © A 02 , £~ = A 01 [7], et pour une classe caracteristique arbitraire 
c on a £^ = S ± <S> M, ou M est le fibre hermitien en droites defini par la 
relation 2ci(M) + ci(K^) = c. 

Theoreme 1 [7] , [9] Soit (X, J, g) une surface kahlerienne simplement con- 
nexe, uj g la forme de Kahler associee et c G H 2 (X, Z) un element car- 
acteristique tel que ±cU [uj g ] < 0. 
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1. sic ns(x) , n4( c ) = . 

2. Supposons que c G NS(X). Alors il existe un isomorphisme reel-analytique 
naturel W x (c) ~ ¥(H°(X,M)), oil M. est un fibre holomorphe en droites 
(unique, a isomorphisme pres) tel que c\{K x (g> Ai® 2 ) = ±c. 

3. W g x {c) est lisse. Soit D le diviseur d'une section non-triviale de M.. 
Alors W x (c) a la dimension presumee si et seulement si 1i 1 {Ox{D)\d) = 0. 

L'idee de la demonstration est d'identifier les classes d'isomorphie de 
solutions de (SWo) avec les classes d'isomorphie de solutions d'une equation 
de Vortex generalisec [2], [7]. On utilise les methodes de Bradlow pour 
montrer que celles-ci correspondent bijectivement aux sections non-triviales 
de A4, modulo l'operation naturelle du groupe C*. 

Comme application, nous demontrons le: 

Theoreme 2 [8] Une surface complexe X diffeomorphe a une surface ra- 
tionnelle est rationnelle. 

La demonstration consiste en trois parties: 

i) Premierement, soit Xq une surface rationnelle. II est bien connu [5] que 
Xq admet une metrique de Hitchin , i.e. une metrique kahlerienne go telle 
que ci(Kx ) U [uj gt) ] < 0. D'apres le theoreme precedent il s'ensuit que tous 
les espaces de modules W x (c) sont vides, done n 9 c = pour tout c tel que 
go est c-bonne. 

ii) Supposons que kodX > et que X est Peclatement en k points de son 

modele minimal X m \ D , et designons par a : X — > X in { n la projection sur 

k 

le modele minimal. On note E = Ei le diviseur exceptionnel, et pour 

/ C {1, . . . , k} on pose Ej := £ E,J := {1, . . . , k} \ I, a := 2[Ej] - [K x \. 

iei 

On fixe un diviseur ample H m \ n sur X m \ n et un nombre n suffisamment 
grand. Soit H n := a*{nH m \ n ) — E le diviseur ample correspondant sur X, 
et soit g n une metrique kahlerienne telle que [uj gn ] = [H n ]. On deduit facile- 
ment [u gn \ • cj < pour n S> 0, et d'apres le theoreme precedent, n^™ = 1. 

iii) Supposons qu'il existe un diffeomorphisme / : X — > Xo compatible avec 
les orientations, et considerons l'image inverse g := f*(go) d'une metrique 
de Hitchin sur X. On deduit n 9 Ci = pour tout Id {1, . . . , k} tel que g est 
c-bonne. On fait la remarque suivante. 

Remarque: l'un des deux cas suivants a lieu: g et g n sont simultanement 
c/-bonnes et n 9 Cl = nfjf, ou g et g n sont simultanement cj-bonnes et nf_ = nf™. 
En effet, soit k := a* ([i^ m in]DR)- On a k 2 > et k / 0, done une des deux 
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composantes connexes de /C est JC+ := {u G H^ R (X) j u 2 > 0, u- k > 0}. On 
verifie facilement que [oJ 9n \ G /C + et on choisit une forme g-harmonique auto- 
duale <jjg telle que [u) g ] G /C+ . II suffit maintenant de demontrer que les demi- 
droites IR>o[cu 9 ] et R>o[w g J se trouvent du meme cote de l'hyperplan cj ou 

k 

du meme cote de l'hyperplan cj. Sinon, en ecrivant [u g ] = J2 \i[Ei] +a*[uj], 

i=i 

avec [u] G ffp R (X m i n ) on deduit: 

-E A * + E_ A i-M-^>0 et -Y,\j + Y,\i-[Lo]-k>0. 

iei jei jel »e/ 

II en resulte [w] ■ fc < 0, ce qui contradit le choix de [u] G /C+, et acheve la 
demonstration du theoreme. 

Utilisant les resultats obtenus dans [3], on conclut 

Corollaire 3 La dimension de Kodaira d'une surface complexe est un in- 
variant de la structure differentielle. 
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